1. VARIABLES ALEATORIAS.

3.1 Introduccion

Frecuentemente en los experimentos el interés esta en una funcion del resultado del experimento y no en el
resultado propiamente dicho. Por ejemplo, en el lanzamiento de dos dados el interés esta en que la suma de los
resultados sea igual a 7 y se es indiferente si este resulta de (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) 0 (6,1).

En otra situacién, por ejemplo, en el contexto de comunicacion a través de mensajes, el interés del analista podria
centrarse en el numero de transmisiones exitosas de mensajes en un tiempo dado, mas que en el estado de la
transmision de cada mensaje.

Las cantidades de interés y mas formalmente las funciones de valores del espacio muestral: X : @ ----- > R, son
conocidas como Variables Aleatorias (VA). Por ello, el valor de la variable aleatoria es determinado por el
resultado del experimento y a esos valores se les asignard una probabilidad, como se muestra con los siguientes
ejemplos.

Ejemplos

el) Si X denota una VA definida como la suma de los resultados en el lanzamiento de 2 dados, entonces:

1=P{U{X=n}} = D PX=n)

donde:
P(X=2) = P{(1,1)} =1/36
P(X=3) =P{(1,2),(2,1)} =2/36

P(X=4) = P{(1.3).2.2,(32)} = 3/36
P(X=5) = P{(1.4) (2.3).(3.2).(4,1)} = 4/36
P(X=12) = P{(6,6)}  =1/36

e2) X una VA que representa el nimero de transmisiones con éxito de mensajes enviados en un intervalo de tiempo
dado, entonces:

X Q- >N, donde Q: conjunto de mensajes transmitidos exitosamente en un intervalo de tiempo t.

e3) Sea Y la VA que representa el nimero de caras que aparecen luego de lanzar 2 monedas. Luego la VA Y puede
tomar valores 0, 1 0 2, y sus valores probabilisticos son:

P(Y=0) = P{(s,s)} =1/4
P(Y=1) = P{(s,c),(c,5)} = 2/4
P(Y=2) = P{(c,c)} =1/4

e4) Suponiendo que una moneda esta "cargada” y que la probabilidad de que salga cara es 'p', definamos una VA N
de la siguiente manera:

N : NUmero de lanzamientos necesarios para que salga cara por primera vez.

Entonces:

PN=1)=P{c)}  =p



PIN=2) =P{(s.c)} ~ =(1-p)p
P(N=3) =P{(ss,0)} =(1-p)p

p(N:n) = P{.(s,.s,...,s, 0y =@1-p"p

Lo cual es una funcidn probabilistica, ya que es positiva y

PLOMN = 3=3 PN =m=p3 (-p) =pY @-p)= P =1

Todos los ejemplos de VA hasta ahora ilustrados son VA discretas.

Por otro lado una VA se dice continua si toma valores de un conjunto continuo de posibles valores. Un ejemplo de
VA continua es el tiempo de transmision de un mensaje, la vida dtil de un motor, asumiendo que la vida til del
motor toma un valor en un intervalo (a, b) de los reales.

Definicién

Sea F(.), una funcién definida para cualquier valor real b de una VA X, con b en el intervalo (-0, o0) de la
siguiente manera: F(b) := P{X < b}, es conocida como Funcion de distribucion acumulada de X y denota la
probabilidad de que X pueda tomar un valor menor o igual a b.

Propiedades de F(.)
(i) F(b) es una funcion no decreciente en b
@i) im  F()=1
b--> 0
@iii)) im  F(b)=0
b-->-
(iv) F es estrictamente continua. Si Xy, Xy, ... €5 una serie decreciente con limite en x, entonces

lim F(x,) = F(x)

n—->o0

Observaciones sobre F(.):
* Sia<bentonces el evento {x / x <a} estaen {x/x < b}y por lo tanto F(a) < F(b) (propiedad i).

* Probabilidades sobre la VA X intervalos pueden ser deducidas en funcion de F(.).
Por ejemplo: Prob.{a < X < b} = F(b) - F(a), para todo a < b; ya que (-0, b] = (- 0,a]U(a,b].

Para VA discretas definimos la funcion de densidad de X con p(a) = P{X=a}.
Si X ={Xy, X5,... }enZ, entoncesp(x;) >0 coni=1,2,..
y p(x) = 0 para todo x que no esta en X. Ademas se debe cumplir que:



En este caso F(.) puede ser definida en términos de p(a) de la manera siguiente:

F@ = D, p(x)

Vxj<a

el) Supongamos que p(1)=1/2 ; p(2)=1/3; p(3)=1/6.

Funcion de densidad (o masa) Probabilistica

1 2 3
X (VA)
Luego la funcién acumulada de X es dado por:
0 siax<l
7 sil<a<?
Fa) =7 .

¢ Si2<a<3

1 siax>3

Funcioén de Distribucion Acumulada

0.833333333

X (VA)




Para VA continuas la relacion entre la funcion de distribucion acumulada F(.) y la funcién de densidad f(.) de una
VA X continua es expresada a través de

F(a = ]f(t)dt

=00

(@)

da)

y diferenciando a ambos lados tendremos: = f(a)

(la derivada de la funcion de distribucion acumulada es la funcidn de densidad).

Nota:

b b
Debidoaque:P(a< X <b)= Jf(x) dx, tenemos: P(b) = jf(x) dx=0 yenconsecuencia:
a b

Pla< X <b)=P@<X <b)=P(a< X <b)=P(a< X <b)

Sin embargo, para mantener consistencia en la notacion, utilizaremos P(a < X <h) como en el caso discreto.

3.2 Esperanza Matematica y Momentos

Caso de VA Discretas:

Sea X una VA discreta finita que puede tomar valores Xx;, X,, .. , X,, con las probabilidades p(xy), p(X2), .. , p(Xn)-

Definicion 1
Esperanza matematica o valor esperado (medio) de la VA X discreta finita es la expresion:

E(X)= Z xi P(xi)
i=1

Definicién 2
Esperanza matematica o valor medio de una funcion g(x) de la VA X es la expresion:

EQ() = 2.9(0x)p(x)

Ejemplos

el) El valor esperado de la VA X:= nimero que resulta al lanzar un dado, sera:

E(X) =1*£+2*£+3*£+---+6*£=£*(1+2+...+6):i*m_3_5
0 6 6 6 6 6 2
recordando: z": i = n(n+1)
i-1 2

€2) Sea X: Suma de los niimeros resultantes del lanzamiento de 2 dados, entonces,



E(X) =%(2+3*2+4*3+5*4+...+1o*3+11* 2+12):%*(252)=7

e3) Sea X: Numero de divisores del nimero obtenido al sacar de una bolsa papeles numerados del 1 al 12.

No. Extraido | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6
X 1 2 3 4 6
P 1/12 5/12 1/6 1/4 1/12
Entonces,

1
E(X) = > (1+2.5+3.2+4.3+6.1) = 2.91

Momentos de una VA.

En muchas aplicaciones existe la necesidad de medir en alguna forma la dispersion de los valores de X
alrededor de su valor medio E(X). Estos valores suelen ser esperanza matematica de ciertas funciones g(x), como
por ejemplo:

9() =[x-EX)|

Sin embargo, el manejo de valores absolutos es incomodo y por ello se prefieren potencias de X que dan
lugar a los llamados momentos.

Definicién 1
Momento de X de grado (u orden) m es el valor esperado de X elevado a la m, es decir:

Hp=E(X™)=D x" p(xi)
i=1

En particular, 14 = 1 = E(X).

Los momentos centrados se definen a través de la ecuacion:

D moy 4 m
Ho=BOX -w))=2 (xi-u) plxi)
En particular, como medida de dispersion, es importante el momento centrado de orden 2 definido a continuacion.
Definicién 2
Se conoce como Varianza de una VA X la siguiente expresion:
2 - 2
VAR(X)=g?(X)=o?=E((X - )")=> (xi-# )* p(xi)
i=1
El nimero no negativo o, es decir, la raiz cuadrada de la Varianza se le conoce como la Desviacion Tipica 6
Standard de la VA X.

Observacion: Cuando la Varianza es grande ello indica que los valores de X estdn muy separados de su valor
medio.



Caso de VA Continuas:

Si X es una VA continua con la funcién de densidad f(x), entonces:

EX) = Iw‘” Xf(x)dx
EQ0) = g09ftx

E( X ™)= j x™ f(x)dx

VAR(X) = E(- (X -EX) %)

Lemal.
Con a, b constantes se cumple:

a)E(aX +b)=aE(X) +b

b) E(X -4) =0

¢) o*(X) = E(X*) - (E(X))*

d) o®(aX + b) = a® o*(X)

(Facilmente demostrables pero aplicando las respectivas definiciones)

Demostracion a)
E(aX +b)=3 (ax, + b)p(x,) =X (ax, * p(x,) +b* p(x,)) =X ax, * p(x,) +2 b * p(x,) =

aixip(xi)+bi p(x.)=aE(X)+b*(1)=aE(X)+b

Demostracion b
E(X =) =2 (% = ) P(x) =2 (% * pOX) = 1, * POG)) =2 X p(X) =% a1, P(x,) =E () = 41,3 p(x,) =
E(X) - u, 1) = E(X)-E(X) =0

Demostracion ¢)
o (X) = E[(X = u)* 1= E(X* = 2Xpu+ u*) =, E(X?) = 2uE(X) + p*)

E(X?) = 2E(X)E(X) +[E(X)]" = E(X?) = 2[E(X)]" +[E(X)]" = E(X") -[E(X)[*

Demostracion d)
o’(aX +b) = o 0) E[(aX +b)?]-[E(ax +b)]* = E(a*X * + 2abX +b?)-[aE (x) + b]* =

a’E(X *)+ 2abE (X)+b? —[a*(E(X))? + 2abE (X )+ b?]=a’E(X ?) + 2abE (X ) +b*

—a’(E(X))? - 2abE (X)-b? = a’E(X)* —a’(E(X))* = a’[E(X)* = (E(X )] =, a’c*(X)

(c)

3.3 Funcion generadora de Momentos




Definicién 1
La funcién generadora de momentos se define como:

n
¢(t):E[etX]=ZetX p(xj) conX discreta

i=1
o

= j e f(x)dx con X continue

00

Esta funcion se le conoce como generadora de momentos debido a que los momentos de X pueden ser obtenidos a
través de sucesivas derivaciones de ¢(t) y evaluando el resultado en t=0. Por ejemplo para obtener E(X) se tiene:

d X1 — itx — tX
0'(H) = EE[e 1= E[dte 1 = E[Xe"]

Entonces, evaluando ¢#(t) en t=0 tendremos: #(0) = E(X).
Igualmente:

¢"<t):jt¢'(t>:th( Xe™ )= E(x2%6%) cont=0, ¢"(0)=E(X?)

#"(=E(X"e"), n=1= ¢"(0)=E(X"), n=1

3.4 Desigualdad de Tchebycheff

Sea X una VA discreta y finita con valor medio p1 y varianza o?, entonces

o’
vk >0, P(Jx-y=k) < E

Demostracion.
Sea g(x) una funcion de X, tal que g(x;)>=0, para todo x; en X, sea a > 0 constante, y sean X, aquellos valores tales
que: g(x,) > a. Entonces:

E@(X) = 2.9(x)P(x) = 2,9(Xa)p(Xa) > @), p(Xa)

i=1

Con el hecho siguiente,

> p(x.) := Probabilidad de que g(x) > a

podemos concluir que,



E(g(¥))>a P{g(x) > a} = P{g(x) > a} < E(ga(x»

En particular, con g(x):= x tendremos la Desigualdad de Markov

En el caso de Tchebychef obtendremos la desigualdad con g(x) = (x - w)* 'y a=k?* tendremos,

P{(X ) M)z > kz} < E((Xk'zu))

por ello,
o
Prob {|x - y > k} < F

Observacion.

La importancia de las desigualdades de Markov y Tchebychef reside en el hecho de que solo con el conocimiento
de 1 (y de oen el caso de Tchebycheff) se puede acotar la probabilidad deseada. Sin embargo, esta cota no resulta
buena es decir, informativa en la mayoria de los casos y por ello son usadas mas frecuentemente en demostraciones
de otras hipotesis.

Ejemplos

el) En una fabrica de componentes, la produccion semanal es aleatoria con un valor medio igual a 50 componentes.
Que se puede decir acerca de la probabilidad de que la produccion exceda las 75 componentes en una semana.

Solucién:

Al aplicar la desigualdad de Markov se tiene:
E(X) 50

P(X > 75) <
75 75

2
3

e2) Si la varianza de la produccion semanal del problema anterior es igual a 25 que se puede decir acerca de la
probabilidad de que la produccién en una semana mas de 40 y menos de 60 componentes.

Solucién:

Aplicando la desigualdad de Tchebychef tendremos:

P{40 <X < 60} = P{|X - 50] <10} = 1 - P{|X - 50| > 10}

o 1
P{Ix-50|>10} < — = —
102 4



Entonces,

1 3
P{|x - 50 <10} > 1 - Z = Z (75%)



3.5 Transformacion de VVariables Aleatorias

VA de tipo discreto:

Sea p(x) la funcidn de densidad probabilistica de una VA X. Si otra VA Y es obtenida de la VA X con una
transformacion Y = U(X), cuya inversa es X= W(Y). Entonces la funcién de densidad de Y viene dad por la
siguiente expresion:

p(W(y)) yenY

0 en caso contrario

9(y)=

Ejemplo.
Sea X una VA con la siguiente funcién de densidad:

0 en caso contrario

Sea la transformacion y = 4x [y = U(x)], luego la
VAY ={0,48,12,..}.

Note que la transformacion y = 4x establece una correspondencia uno a uno entre los espacios X e Y.
Nuestro objetivo consiste en hallar la f.d.p. de la VA 'Y, digamos g(y)=P[Y =y].

Obsérvese que la realizacion del evento Y =y 6 4X=y se da sii el evento X=(1/4)*y ocurre. En consecuencia:

y

y Hae™
a(y) = P(Y=y) = P@X=y) = P(X =Z) ==y y=048,...
=)
( 4)
Yl g#
M4~ y=0,48..
(=)
a(y)= 4
0 en caso contrario

VA de tipo continuo:

Sea f(x) una f.d.p. de una VA X. Si otra VA Y es obtenida de X con la transformacion Y = U(X) (diferenciable
para todo x donde f(x)=0) entonces la ecuacion Y = U(X) puede resolverse de manera Unica para x con el fin de
producir X= W(Y) (la inversa de Y = U(X)), y en consecuencia la funcion de densidad de Y viene dada por la
siguiente expresion:

fW[).IWTy)| yenY

en caso contrario

ay)=



Y=U(x)

U(X1)=y1

v

xi= U (y1)=W(y1)
Para mostrar la afirmacion anterior con ayuda gréfica, observe que:
{X/U(X) <y:} = {x/x <W(y1)} [yaque {x/U(X)syi}={x/xsU"(y)} 1
Ahora, debido a que U(X)=Y, W(y;)=X;, tendremos P(Y <y) = P(U(X) <y) = P(X SW(y)) = P(X <X),
donde X=U™(Y) y en consecuencia:

Fy(y) = Fx(x)
por lo tanto:

fy () =a(y) = dFy (y)dy = dFx(x)/dx = f(W(y)).[W ()|

Ejemplo.
Sea X una V.A. con funcién de densidad,

2x 0<x<l1
f(x)= :
0 en caso contrario

SeaY =8X3 luegolaV.A. Y={y/0<y<8}

SeaO<a<b <8, luego el evento a <y < b ocurre sii el evento a<8x’<b
ocurre, es decir: (a/8)™ < x < (b/8)"*;

L3
1 1 2
Pa<Y<b)=P(=%¥a <Xx< =% = szdx
2 2 L3
2

Ahora, si quisiéramos
conocer f(y) o P(a<Y<b), tenemos que hacer las siguientes consideraciones:



Como:

1 1
y = U(x); W(y) = ;yE

1 1
y = 8x => x = —VYs
2
1 2
dx = —Yysdy
6

Considerando los extremos de la integral:

1 1
Six=5%=>y=b, six=E3a=>y=a

1
111 2 od
P@<Y<b= jZ(Eya)gy_3dy = Ty%

Es decir:
( 1 O<y<38
y
g(y) = ) 63/y
L 0 en caso contrario

1/3

Observe que Y=U(x)=8x" y en consecuencia X=W(y)=1/2y"?, de donde se puede derivar que dx = W'(y)dy



