V. DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS

5.1 DISTRIBUCION UNIFORME [ X ~ U(0,1)].

Una VA X se dice uniformemente distribuida sobre el intervalo (0,1) si su funcion de densidad probabilistica
es dada por:

1 0<x<l1
f(x) =

0 en caso contrario

Notese que:

f) 20 vx y [ fd =Jdx=x/=1-0=1

Ot

Ahora veremos que, para todo a,b tal que 0 <a < b < 1 se cumple:

Prob {a < X <b}=[fgd = [d=x/=b-a

En general, decimos que X es una VA Uniforme en el intervalo (a,b)
[X ~U(a,b)] si su funcién de densidad probabilistica viene dada por:
_1

fx) = b -a
0 en caso contrario

si a< x<6b

Ejemplo.

£0%) X ~ U(10,20)
4
1/10
>
10 20 X

en consecuencia, su funcion de distribucion acumulada viene dada por:



F() = P(X < x)= | f(t)dt

-0

para a<x<b: [Odt+]| L gt =it/;= x-a
: 2 b —a b-a b-a
para X >b: F(b)+f0dt=2_a+0=1+0=1
0 X< a
p X-a
Fx) = PX <x) = [ f(hdt = 3 a<x<b
- -a
1 X>b
Ejemplo:
Fx(X) X ~U(10,20)
a
P
. | >
10 20 X
Esperanza Matematica sobre (a,b).
EX] = X = D -a - arbh
= b - a 2(b - a) 2

(Justamente el punto medio del intervalo)

La varianza vendria dada por:




var[ x] = E[x*]—- (E[x])°
1 X - b — a°

= E[x2]=fx2f(x)dx Tx =

b— b—a 3 ° 3(b-a)
(b—a)(b®+ ab +a2) b?+ ab + a“
3(b - a) 3
b?+ab +a’ a+b) b’+ab +a’ a’+2ab +b°

= var[ x] = - = - =

3 2 3 4
Ab* + 4ab + 4a° -3a’ - 6ab - 3b® Db*-2ab +a* (b-a)’

12 12 12

Tarea: Calcular la Varianza en casa via funcién generadora de momento.

2 — (b - a )2
12

5.2 DISTRIBUCION EXPONENCIAL [X ~ E(A)].

Una VA X se dice que sigue una distribucion exponencial si su f.d.p. es dada para algin A>0 por:

[ne™ six>0

) = | 0 six<0
fx(X) X~exp(r=10)
A
10 |
: : 'S
X

Cuya funcién de distribucion acumulada es:

F(X) = P(X <Xx)= j f(t)dt = det +jf(t)dt



=  FM)=[Ae“dt=1-¢", 120

F() = P(X <x)=[Ae"dt=4[e"dt =2 6,1

- At

= =(e"1)) =

—[e"-e"]=-[e"-1=-e"+1=1-¢"

Esperanza matematica.

E[X] = [ x4 e dx
12 0
aplicando sustitucion por partes:
fudv = uv /- [vdu
u = Ax dv = e *dx
eflx
du = Adx vV =
13 - A
= Tlxe“dx - ax & /j—w € _Jdx =
o - A o — A

Varianza: Calculemos la varianza via la transformacion de la funcién generadora de momento siguiente:

1

C Rt) = 1 t R'"(t) = ——¢ "(t

on ® n ¢ = (t) ¢(t)¢()

= R'(t =0) = ! ¢'(t:0):iE[X]: R'(0) = E[X]

¢ (t=20)

SR ()~ WA = (BN L g = #7(0)6(0) ~ (4°(0)

(¢ (1) ° (¢ (0)°

¢"(0)'1(1_)5¢‘(0)>2 S E[X]-(E[X]*= R"(0) = VARKX)




1

por conveniencia, hacemos: A==

Veamos, Si:
2 1 X 2 1 X 1 2 (1-6t) x
)= |e*( = )evdx = |( =)™ edx = = | ¢ dx =
$(t) !e(e)e !(H)e 6;!9
1 et et (0-1)_ 1 1 1
= —r—F——] =- = — = con = _—yt<
o - (1-06t) 1-6t 1-60t 1-6t 27 5

0

0 0

sustituimos ¢(t) en R(t),
entonces,

1
1-6t

R = In(®(t)) = In( j: In(1) — In(1-6t) = 0-In(L - 6

= R{t) =-In(L-6Y) vy

! 0 " 02
R'(t) = . R")= Y
® 1-6t ® (1 - 61)
Por lo tanto:
: 1 . : 1Y)
R'(0) = E[X] :9:/T y R"() =VAR[X] =40 :(2)

A continuacion presentaremos la relacion existente entre esta distribucion y la distribucion de Poisson.

Supongamos que estamos frente a un proceso de Poisson de llegadas a un sistema con parametro At, luego podemos
concluir que los tiempos entre llegadas estan distribuidas exponencialmente con parametro 1. Sea,

(At )e™

x!

Py(t)=

la probabilidad de que se presenten x llegadas (éxitos) al sistema en un intervalo de tiempo t. Entonces, si T es la V.A.
gue denota en tiempo transcurrido entre dos llegadas consecutivas podremos concluir que ello equivale a que en un
intervalo de tiempo no hay ninguna llegada (x=0), es decir,



Po(t)= ()€

= Probabilidad de que no se presenten llegadas en un intervalo de tiempo t
= Probabilidad de que no se presenten dos llegadas consecutivas en un intervalo de tiempot=P (T>t) =1- P(T <t)
Luego P(T <t) =1 -e™, es decir que T sigue una distribucion exponencial con parametro A.

5.3 DISTRIBUCION NORMAL [X ~ N(p,6)]

Es la V.A. mas importante entre las continuas por su multiplicidad de aplicaciones, en especial cuando se
aplica el Teorema Central del Limite que veremos més adelante.
Laf.d.p. de una V.A. que sigue una distribucion Normal con pardmetros p,o es la siguiente:

1 (x-p)?
fX)=—— o< X <00

e 252 ,
oV 2T “

SCa N1 S

Ejemplo. Grafica de la f.d.p de la N(10,5).

NOTA:
Dada la simetria de la funcién de densidad de la Normal tenemos que:  F(U-X) + F(u+x)=1

La funcion de Distribucion de la N(, o) es:

1 (t-u)?
F(X)= ] — —e 52 dt

L ov2n

A continuacién mostraremos que los pardmetros s,0° son exactamente el Valor esperado y la Varianza de la
distribucion Normal.



Valor Esperado y Varianza de la Normal.

Usando la funcién generadora de momentos tendremos:

0= =2 ox
oV 2T ’

-00

11

ol
Sovan

T

reemplazando en ¢(t) con:

X2-2( u+ 2O+ 17 = [X-(u+o?1) 17 - 2u ot - ot
tendremos:
+5h2
2uct tT 1 e-T;[x-(u+czt)]2dX

d)=e 22 b o

Si observamos en esta Gltima ecuacion la parte después de la integral, notaremos que esta es una f.d.p. de una
distribucién normal con parametros s+, o

Por lo tanto al integrar esta funcién entre -oo e +oo tendremos como resultado un 1.

En consecuencia la f.g.m. queda de la manera siguiente:

2},L02t+04t2

— A — pUtto
d()=e 22 =€""7;
Usando la transformacién del logaritmo neperiano de la f.g.m. tendremos:

R(t) = In(|>(t):ut+02t;

luego R'(t) = p+c?t, y R'(t)= o
Y en consecuencia:
R'(0)=pn=E[X]
R" (0)= o =VAR[X]

Con lo que queda demostrado lo antes planteado.
Transformacién de la V.A. N(u,c) a la N(0,1).

Dada la dificultad para obtener los valores de la distribucién normal con parametros | ,o; usualmente se transforma la
variable con estos parametros a una N(0,1) y alli se determina la informacién probabilistica deseada. Por ello, en la



mayoria de los libros de Estadistica y Probabilidades existen tablas con valores de la funcion de distribucion de la
Normal 0,1 o Normal standard o tipificada.

Xa=N{ 13,53 N (20,10)

En consecuencia, a continuacion se presenta una transformacion lineal Z= aX + gde la V.A. X ~ N(U,0) y que podra
ser usada para pasar a la N(0,1), usando el apropiado valor para oy .

En primer lugar mostraremos que Z sigue una N(au+S,ao). Si suponemos que >0y que Fz(.) sea la funcién de
distribucion acumulada de la VA Z, entonces,

Fa()= PZ<2)= PaX +B< )= P(X <
o

N
i e 50
: . oV2m i

Z -
dx
(04
haciendo el cambio de variable y observando las consecuencias en los limites de integracion:

z

Con YT oh st :eﬁ‘%dy -
oo $ e

y como F; (2)= J- f,(v)dv

=00

Podremos concluir que la funcién de densidad de Z es:

(@-(aut+p))?

1
f,(2)= ——=—e 4y CON-0o<Z<owo
22 ac2r 20

O sea que Z ~ N(au+p, Ho).



Una implicacion directa de este resultado es que si X ~ N(U,0), usando a=1/c y S=-p/o, entonces Z= (X - )/ o~
N(0,1) o standard.

(Note que E[Z] = 1/o* u-Wo=0 "~ VAR[Z]= (/o) * #=1).

Debido a la simetria de la funcién de densidad de la normal standard tenemos que: F(-z) =1 - F(z)

5.4 DISTRIBUCION GAMMA [X ~ G(a,A)]

Una V.A. X sigue una distribucién Gamma con pardmetros a4 si su funcién de densidad es:

A )
f(x;a,A)=———e™ si x>0
I'(a)

I(a)= ]xto"le't dt

0

donde con a. entero y positivo se puede mostrar (integrando por partes) que 7{)=(a-1)!.
Observe que: I'(n) = 1/n * T'(n+1) entonces T'(n+1) =n* (o) ¥

=0+ 1=1; TQ)=1*T(1)=1; [(3)=2*T(2)=2;.........

r(1)= jto et dt
0

El valor esperado de lagamma es: /4

Note que con e = 1 se obtiene la funcion de densidad de la funcion exponencial. Las V.A. Gamma y exponencial son
preferentemente utilizadas en aplicaciones del tiempo de vida Util.

Aplicacion (para su interpretacion en la practica):

Consideremos que los periodos de stress de un equipo ocurren de manera aleatoria en el tiempo durante su vida atil y
ademas que luego de un numero fijo de periodos de stress ocurre una falla.

Sea N; una V.A. que denota el numero de periodos de stress en un intervalo de tiempo t y sea T, el tiempo de ocurrencia
del a-ésimo periodo de stress, entonces la probabilidad de falla en o antes de un tiempo t es:

P(N:>a)=P(T,<t)= j f(z;o,A)dz

0

donde A es la tasa promedio de llegadas de periodos de stress.

Para averiguar quien es f(t; «,4) retomemos la ultima discusién en la seccién 5.2 donde P (t) era la probabilidad de o
llegadas en un intervalo de tiempo t. Ahora consideremos, desde otro punto de vista, la V.A. T, que nos indica el
tiempo en el cual « eventos (llegadas) se presentan. Con el razonamiento de la seccién 5.2 tendremos:



f(t) = lim [F(t+dt)-F(t)]/dt = lim [P(t < T, < t+dt)]/dt
dt—0 dt—0
=lim [P, (t).P1(dt)]/dt =

(}\,t )(x—l

w1 e % [ 1t +0(dt)]

= limg_>o

dt

En consecuencia la funcion de densidad de T es:

k(M ) ot
(a-1)!

Note que esta ultima expresion corresponde a la funcién de densidad de la distribucion gamma con pardmetros o, 4y
que contiene la funcién gamma para o entero y positivo.

Debe notarse que: la vida util esperada («/4), es proporcional a o, una medida de durabilidad del equipo, e
inversamente proporcional a A, una medida de la severidad del ambiente.

t>0



