VII.VARIABLESALEATORIASDISTRIBUIDAS CONJUNTAMENTE.

7.1 Definiciones

CasodeV.A. Discretas:

Para cudquier par de V.A. X e Y, lafuncion de distribucion acumulada conjuntade X e Y es
definida como:

Fab)=P{X£a YEb}, paratodo -¥ <ab<+¥

La funcién de distribucion de X puede ser obtenida desde la funcién de distribucion conjunta
de X e Y delasiguiente manera:

Fx(@=PX£a)=P{Xfa YE+¥ }=F(a¥)
De manerasimilar seobtiene Fy(b) = F(¥,b).

Lafuncion de densidad de la conjunta viene dada por:

p(xy) = P{X=x Y=y}

con lacua puede ser obtenidalaf.d.p. de X e Y de lamanera siguiente:

Px(X) = éy/p((x,y)>o pxy) v py(y) = éx/p((x,y)>o P(X.y)

Caso de V.A. Continuas:

Definicion 7.1

X eY son V.A. continuas conjuntamente distribuidas s $ f(x,y), conocida como funcién de
densidad conjuntade X e 'Y, definidaparatodox,yl Ry quecumplecon," ABi R,

P{XT A YT B} =0 f(xy) dxdy.



Con lafuncion de densidad conjunta podemos obtener laf.d.p. de X de lamanera siguiente:
P{XT A}= P{XT A YT (-¥,+¥}=a) f(xy) dxdy=0a fx(X) dx

Donde fy(X) = Oy f(X,y) dy delamismaformatenemos fy(y) = Oy f(X,y) dx

Esperanza matemética de unafuncion g(x,y) dedosV.A. X eY.

E[g(X,Y)] = é é a(x,y)p(x,y) : parael caso discreto

Xy
¥‘ ¥‘
E[g(X,Y)] = OOg(x, y)f(x,y)dxdy : para €l caso continuo
BYARY;
¥ ¥ ¥ ¥
E[X+Y] = QX+ Wi(x y)dxdy= )Oxf(x, y)dxdy+
¥ ¥ ¥y oy FE
OOV Vdxdy= A Bftx, ydy)dx+ Gy Bfix, y)dx)dy
RVARY; y ¥ ¥ ¥ ¥

= O fx ®dx+ O)fy ()dy= E[X] + E[Y]
-¥ -¥
el) S g(xy) = x + y, entonces.

Iguamente setrata el caso discreto.
Este Ultimo resultado, combinado con lapropiedad E[aX] = aE[X] produce:

E[aX+bY] = aE[X] + bE[Y]



En e caso de tener distribuciones conjuntas definidas para n V.A., digamos Xi,Xz,...,Xn,
tendremos que paratodo a;,ay,..a, Se cumple:

E[aiX; + apXo +..4+ aX] = auE[Xq] + aE[X;] + .. + aE[X]

7.2 Variables Aleatorias | ndependientes

Definicién 7.2
X eY son independientes s paratodo a,b tenemos:
P{X£a, YED} = P{XE£a} * P{Y£b}.

Luego podemos decir que X e Y son independientes sii los eventos E,={x/ xEa} y F,={y/ yEb}
son independientes, paratodo a, b..

En términos de la funcion de densidad conjunta podemos decir que:
X eY son independientes sii F(a,b) =Fx(a) * Fy(b), paratodo a,b.

Entonces,

paradl casodiscreto, P(X,Y) = Px(X) * py(y) vy
parael caso continuo, f(X,y) = fx(X) * f(X).

Lema
S X e Y son independientes, entonces para cualquier par de funcionesh(.) y g(.),en X yenY

respectivamente tendremos: E[ g(X)h(Y)] = E[g(X)]*E[h(Y)].
Demostracion.

Supongamos que X e Y son continuas y que existe una distribucién conjunta f(x,y) para ellas,
entonces:

E[g(X)h(Y)] = ag(x)h(y)f(x.y)dxdy =



(por independencia) = @B(X)N(y)ix(X)T(y)dxdy = d(y)i(y)dy * @(x)ix(x)dx
=E[h(M]*E[9(X)].

(El caso discreto se muestra de manerasimilar).

Calculode Fﬂ(a) cuando Fx Y Fy son conocidasy X e Y son independientes

(F x+v_sele conoce como Convolucion de Fx y Fy).

Seanfy(.) y fy(.) f.d.p de X e respectivamente. Luego,

Fx+v(@=PX+Y£a)=(py(x y)dxdy

] X+Y£a
indep
= ) x® fy(y)dxdy
X+Y£a

N u "
= 0a0f xWdx 2 fv(y)dy= OF x(@-y) T v(y)dy
¥ @-¥ g ¥



¥

d .
@)= - OF x(@-y) fy(y)dy
-¥

dFx(@- \
=0 ja = Of @) )y

A continuacién obtendremoslaf.d.p. de X+Y diferenciando Fx.y(a).

Ejemplo 1.

Sean Xy Y V.As. independientes uniformemente distribuidas en € intervalo (0,1). Encontrar
lafuncion de densidad fy.y.

Solucién.

jlsO<a<ly
f.(@=f, (=i
«@=1,0) 10 en caso contrario

1

P f, . (@)= (\)f « (@-y)dy
0

Analizando por intervalos donde podriaestar “&’:

paraO £ a£ 1 tenemos que:



f x+Y(a): (\ﬁy: a
0

y paral < af 2 tenemos que:

1

fyy(@= Qdy=2-a

a-1
a 0Ofatl
2-a 1l<a<?

1o encasocontrario



Ejemplo 2.

Sean X eY V.A.sdd tipo Poisson independientes con parametros | 1 y | o respectivamente.
Encuentre fy.v(a).

Solucion.
PX+Y=n)= P(X=kY=n-k)
k=0
{
yaque { (X,Y)/ X+Y=n}=FE {(X,Y)/ X=kY=n-k}
k=0
Entonces:
froy(M=Q PX=KP(Y=n-K)
k=0
:én.[e-ll_li][e'lz |2'k ]: (|1+|2)én’|!|(-|2_k
0 ki (n-K)! o Kl (n-K)!
(1 1t12) N | (11+12) N A
_ € 9 n: ki nk— € 9 2 ky nk
o Qo T dg il
(1 1+l 2)
=L (1141 2)
n!
lo que representa una Poisson con parametrol =11 +1 ».

7.3 Distribucionesde V.A Condicionadas.
Caso discreto:

Lafuncion de densidad condicional de unaV.A. discreta viene dada por:



/

| P{X=xY=y} = P{X=x,Y=y} / p{ Y=Yy} = p(x,y)/pu(y), parapyy) > 0
Puay(Xy) = <

| O s no

\

Asimismo la funcién acumulada condiciona viene dada por:

Fxv(Xly) = P{XEX/ Y=y} = & a4 Puy(@ly).

Ejemplo 1.
Sean X eY V.As. con p(x,y) definidas por:

p(0,0)= 0.4, p(0,1) =0.2, p(1,00=0.1 vy p(1,1)=0.3.
CaculeP(X = x/ Y = 1),

Solucion.

P(X= x/ Y= 1) = P(x,1) / Py(1). Ahoracalculamos,

Py(1) = &, p(x,1) = p(0,1) + p(1,1) = 0.5, por lo tanto:

Dy (0/1) = p(0,1) /05= 2/5 y pu(L/1) = p(11)/05= 35

Ejemplo 2.
Sean X e Y V.As. que siguen distribuciones Poisson independientes con parametros| 1 y | ,

respectivamente. Encuentre la funcion de distribucion condicional de X dadoque X+ Y= n

Solucién:

P{X=k/IX+Y=n} = P{X=kX+Y=n} / P{X+Y=n} = P{X=Kk,Y=n-k} / P{X+Y=n}
y por independenciaes

= (P{X=K} P{Y=n-K}) / P{X+Y=n}.

Como P{X+Y=n} es conocida ya que fue encontrada en un gercicio de la seccion anterior,
tendremos:



PrXkir Y €15 €136 (1 1+, )
K (n-KIg  nl§

n! |1| oK apoe |, gé u
(K (1) &8+ 0§ 0

Lo cua corresponde a una funcion de densidad de una distribucién Binomial con pardmetros
ny

p=14d(11+15)

Caso continuo:

Lafuncion de densidad de una condiciona es dada por:

fuy(Xly) = P{XE XE x+dx/y £Y £ y+dy}

= f(xy) / t{y), paraf{y) >0

Asimismo la funcién acumulada condiciona viene dada por:
P{ XeA/ Y=y} = Q fxy(Xly)dx

En particular con A=(-¥ ,a] tendremos.
a

Fxv(aly) = P{X£a/ Y=y} = of,(x/y)dx.
-¥



Ejemplo 1.

Cadlcule,

IX(2¢y) 0<x<10<y<1

fo X/ dado f(Oy)Fi
o) (XY):% 0 ercasoontrario

Solucion.
o () = W )
fyv () X
0O f(x, y)dx
_ X2 - X -Y) >_<(¥2 - X -y)
-1 - 2 .Y
OX2 - x - y)dx 3 2
60x(2 X -Y)

Ejemplo 2.
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| O< X y<¥
P{X>1/Y=1y} con f(x,y)=1 vy

:

7 O casocontrario

Cadlcule,
Solucioén.
¥
P{X>1Y=y}= (‘)f wy (Xy)dXx
1
eve’
f(x, y) y 1 .x
f xy(XIY)= — v :Ve y
Y)Y et ox
0
entonces,

¥ ¥

PIX > UY= y}= G S a=-e )
1

< |~

= e'

1

7.4 Covarianza, correlacion v regresion

7.4.1 Covarianza

Lacovarianzaentre dos V.A. se denota con Cov(X,Y) y se define de la manera siguiente:



Cov(X,Y) = E[(X-E(X))* (Y-E(V))] -

Nota:
Con este vaor se mide en cierta forma € grado de dependencia que hay entre las dos
variables.
Lema?.
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]*E[Y]
Demostracion.
Cov(X,Y) = E[ (X-EQQ)* (Y-E(Y)) | = E[ XY - XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y] ]

= E[XY] - E[X]E[Y] - E[YIE[X] + E[X]E[Y] = E[XY] - E[X]E[Y]

Nota

Si X e Y son independientes, entonces por € lemaanterior, Cov(X)Y) = 0.

Ejemplo.

Sean X eY dosV.A. del tipo Bernoulli, definidas de la manera siguiente:

X =14 A sucedey 0 en caso contrario y
Y =13 B sucedey 0 en caso contrario.

Entonces, como la Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]E[Y] y XY es"1" solo s ambos simultdneamente
son 1" tendremos:

Cov(XY) = p(X=1,Y=1) - px(X=21)pY=1).

L uego, podemos concluir que Cov(X,Y) > 0 si p(X=1,Y=1) > px(X=1)pv(Y=1), esdecir:
PX=LY=2)/px(X=1) > p(Y=1) 6 p(Y=1/X=1)> p(y=1).

En otras palabras, podemos decir que la covarianza es positivas € resultado Y=1 se hace mas

probable si X=1y viceversa.

VARIANZA.DE LA SUMA DE V.A.
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A continuacion presentaremos una expresion Util para la Varianza de lasumade 2 V.A. en

funcién de la Covarianza.
VAR(X+Y) =
E[(X+ Y-E(X+Y) Y] = E[ (X+ Y- E(X)- E())] =
E[((X- EQ)+(Y-E(Y) ] =
E[ (X- E(Q)* + (Y- E(V))*+ 2(X- EQ)(Y- E(V)) ] =
E[(X- EQQ)] + EL(Y- E(Y))’] + 2E[(X- E(Q))(Y - E(Y))] =
VAR(X) + VAR(Y) + 2Cov(X,Y).

Nota:
Obsérvese que s Xy Y son independientes se tendremos que:

VAR(X+Y)=VAR(X)+ VAR(Y).

Ejemplo:(Varianzade unaV.A. Binomial)
Sean X (i=1,..n) V.A. ddl tipo Bernoulli independientes

y sea X = X+ Xo+..+ X, entonces.

VAR(X) = & VAR(X)) y como VAR(X;) = E(X?) - (E(X%))? = E(X) - (E(X:))? = p -p, entonces,

VAR(X) = np(1-p).

Caso generalizado.

VAR X)) = & VAR(X)+8 &i<;Cov(XiX)
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7.4.2 CORRELACION

Como se habra notado la definicidn de Covarianza entre 2 V.As. depende de la unidad
en gque son medidas y en consecuencia la Covarianza de dos V.A. en metros y en kilémetros
variademasiado y por dlo es dificil usarlas como medida de dependencia. Igualmente pasa s
intentamos comparar la dependencia de una V.A. X respecto aotrasdos V.AsY y Z. Para
evitar este inconveniente aparece un nuevo concepto independiente de la unidad de medida
gue nos permite disponer de un indicador del grado de dependencia entre dos variables.

Definicién
Se llama Coeficiente de Correlacion entre dos V.A.s, a cociente:

_ Cov(X,Y)
s (s (Y)'

A continuacién se vaamostrar quer estaen € intervalo [-1,1].
Considerando,

cons (X),s(Y)t O

VARaX +bY) =
E[@(X- E[X] ¥ b(Y-E[Y] )] = a*VAR[ X} b*VAR[ Y} 2abCov(XY) 3 0

Por ser la esperanza matematica de un cuadrado, esta expresion es siempre positivay por o
tanto, con:

1 ’ b:+i
s (X) s (y)

a=

luego,

VARIX] , VARY], 2Cov(X.Y) ,
s2(X)  sz2(Y) SXps(Y)
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de donde:
a-l1£r £1

b) Sir =+ 1, exisenvaoresa = ag, b = by (no ambos nulos), paralos cuales
E[(ao(X-E[X]) + bo(Y-E[Y]))?] = 0, lo que exige que:

ao(X-E[X]) + bo(Y-E[Y]) = 0

Esta igualdad significa que los Unicos pares de valores x;, y; de las variables X,Y que tienen
probabilidad distinta de cero de ocurrir, son los que verifican ao(X-E[X]) + bo(y-E[Y]) = O,
es decir, los pares (X;, yj) son coordenadas de puntos pertenecientes a la recta de la ecuacion
anterior. Esto implica que entre X e Y hay una correspondencia funcional lineal, 1o cua se
puede formular en € siguiente lema.

Lema

El coeficiente de correlacion es un numero real r comprendido entre -1y +1, tal quer = +1
implicaqueentre X eY hay una dependenciafuncional lineal.

Nota: S X e Y son independientes, hemos visto que Cov(X,Y) = 0O, entoncesr = 0. Sin
embargo esta condicion necesaria no es suficiente para la independencia de las variables X e
Y. Esto ultimo sera mostrado en € siguiente gemplo.

Ejemplo. Sea U laV.A. del nimero de un dado lanzado a azar, y seaV la variable analoga
para un segundo dado, independiente del primero.

Consideremoslavariable X = U+VeY = U-V.

Tendremos que: E[X.Y] = E[U%V? = E[U? - E[V?] = 0. Por otra parte, también es
E[Y]=E[U]-E[V]=0 Por consiguiente, la Cov(X,Y) = 0, dedonder = 0. Sin embargo, Xe Y
no son independientes, pues ellas toman valores pares o impares alavez.

7.4.3 REGRESION (Extra Cursus)
Sean X e Y dos V.As., entonces para cada valor de X, por gemplo X=x;, la esperanzade Y,
como hemos visto anteriormente, es un cierto valor:

(o]
yi=E[Y/ X=x]=a VYt . (Y/x)

]
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f(x.Y))
oy (X)

fX/Y(yj/Xi):

donde:

Setiene asi unafuncién y' cuyo dominio es e conjunto de vaores de X, sellamalaregresion
deY sobreX.

Si se trata de aproximar esta funcion mediante una expresion lineal y=ax+b, se utiliza
para ello e método de minimos cuadrados, que consiste en determinar las constantesay b de
manerague la esperanza de ladiferenciade losvaoresdey' y larecta ax+b, es decir:

B = & (8 Y P (¥ /x)-ax-b)* (%)

I J

sea minima. Para determinar los vaores de ay b que hacen minimo E[], deben ser nulas las
derivadas parciales de esta expresion respecto de ay b, y teniendo en cuenta las ecuaciones de
gue la suma de las probabilidades f(xi,yj) sobre todo su dominio es igual a 1, se puede
concluir que:

E[Y] - b-aE[X] = 0, E[X.Y] - bE[X] - aE[X?] = O
donde, aplicando la expresion de la Cov(X,Y) en funcidn de las esperanzas de X, Y y X.Y se
obtiene finamente que:

a= Cov(XY)/VARX] y b=E[Y] - (Cov(X,Y)/ VAR[X])*E[X]

Estos son los coeficientes de lallamada recta de regresion de Y sobre X. El coeficiente ase
le conoce como € coeficiente deregresion.
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